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Дестабилизация устойчивого состояния лесов и связанное с ней ухудшение санитарного климата, в ос-

новном, связаны с их заболеваниями. Одной из главных задач лесопатологического мониторинга является об-

наружение очагов заболевания древостоев и борьба с их распространением. В настоящей работе предложено 

математическое описание процессов распространения и ликвидации инфекционных заболеваний лесных наса-

ждений с использованием дифференциальной модели SIR (Susceptible, Infected, Recovered), основные положе-

ния которой являются базовыми при интерпретации различного рода инфекционных болезней, зачастую при-

нимающих форму эпидемий. В предположении постоянства суммарного числа здоровых инфицированных 

субъектов в процессе распространения заболевания и прямо пропорциональной зависимости скорости зараже-

ния от числа инфицируемых полученные результаты свидетельствуют о том, что: а) если в начальный момент 

времени число зараженных индивидов не превышает некоторого детерминированного значения, то растения с 

течением времени не инфицируются; б) если это число больше некоторого фиксированного значения, то вос-

приимчивая к заболеванию часть особей будет заражаться. Показано, что, несмотря на абстрактный характер и 

невозможность вероятностной интерпретации обнаружения очагов заболевания в силу своей детерминирован-

ности, предлагаемая дифференциальная модель может быть эффективна в решении проблем распространения, 

локализации и прогнозирования заболеваний древостоев и использована практически для любой закрытой био-

лого-экологической системы. 
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Abstract 

The destabilization of the sustainable state of forests and the associated deterioration of the sanitary climate are 

mainly associated with their diseases. One of the main tasks of forest pathology monitoring is the detection of foci of 

disease of stands and the fight against their spread. In this paper, we propose a mathematical description of the process-

es of the spread and elimination of infectious diseases of forest plantations using the deterministic SIR (Susceptible, 

Infected, Recovered) model, the main provisions of which are basic in the interpretation of various kinds of infectious 

diseases, often taking the form of epidemics. Assuming the constancy of the total number of healthy infected subjects 

during the spread of the disease and the direct proportional dependence of the infection rate on the number of infected, 

the results obtained indicate that: a) if at the initial moment of time the number of infected individuals does not exceed a 

certain deterministic value, then plants do not become infected over time; b) in cases if this number is greater than a 

fixed value, then the part of individuals susceptible to the disease will become infected. It is shown that despite the ab-

stract nature and the impossibility of probabilistic interpretation of the detection of foci of the disease, the proposed 

differential model can be effective in solving the problems of the spread, localization and prediction of tree diseases and 

is used, practically, for any closed biological and ecological system. 
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Введение 

Известно, что одно из главных богатств 

страны – лес – не только является легкими нашей 

планеты, но и служит фундаментальной состав-

ляющей продовольственной безопасности, играет 

важную роль в улучшении комфортности прожива-

ния человечества, а также в решении проблемы 

смягчения последствий изменения климата. 

Наблюдаемая в последнее время повсемест-

ная интенсификация лесоразработок сопровождает-

ся экологическими проблемами. Одной из них яв-

ляется дестабилизация лесных экологических сис-

тем, приводящая к потере биологической устойчи-

вости лесных насаждений [1-3]. 

К данному моменту на государственном 

уровне перед лесными организациями нашей стра-

ны поставлена задача повышения устойчивости 

существования лесных насаждений. Основную 

роль в решении данной проблемы должна осущест-

влять лесозащита, особенно лесная энтомология [3, 

5]. Развитию данного направления в России спо-

собствовали труды Г.Ф. Морозова (1867-1920), 

идеи которого направлены на необходимость изу-

чения болезней лесонасаждений, так как массовые 

поражения древостоев ведут к нарушению биоце-

нозов [4, 16, 18, 21]. К существующим лесозащит-

ным мероприятиям относятся комплексное приме-

нение мониторинга, карантина растений, а также 

биологического, химического, биофизического и 

механического методов [8, 12, 17]. Перечисленные 

мероприятия направлены на сохранение леса как 

экосистемы и на его защиту от болезней и вредите-

лей. 

Для защиты растений непрерывно расширя-

ется производство микробиологических и противо-

вирусных препаратов. 

В качестве объекта лесопатологического мо-

ниторинга могут служить опасные болезни лесона-

саждений, развивающиеся на больших площадях и 

наносящие лесу существенный урон. Инфекцион-

ные (паразитарные) болезни возникают в результа-

те «поселений» болезнетворных организмов на так 

называемых растениях-хозяевах и получающих от 

них питание. Далее инфекции легко передаются от 

заболевших растений к здоровым и поэтому имеют 

широкое распространение в природе [19, 20]. Среди 

такого рода распространяющихся инфекций на 

древостоях 90 % принадлежит грибковым заболе-

ваниям [4, 16]. 

Изучение механизмов возникновения, разви-

тия и распространения инфекционных заболеваний 

является одним из методов борьбы с ними. 

Кроме профилактических мер, разработок, 

поисков новых лекарственных препаратов и биоло-

гических добавок, на борьбу с массовыми заболе-

ваниями растений привлекаются физико-

математические методы, позволяющие прогнозиро-

вать распространение и локализацию эпидемии [6, 

8, 9, 11]. Так, в работе [14] показана эффективность 

использования математического описания эволю-

ции инфекционных болезней среди полевых расте-

ний, различных дифференциальных моделей с при-

влечением компьютерных исследований. 

Однако, несмотря на достаточно сложный 

математический аппарат, применяемый в представ-

ленных моделях, большинство из них носит харак-

тер абстракции и слабо связано с реальными моде-

лируемыми объектами. Сведения о моделях, ими-

тирующих развитие инфекционных заболеваний 

среды древесных насаждений, практически отсут-

ствуют. 

Объекты и методы 

Целью настоящей работы является примене-

ние дифференциальной модели SIR для описания 

динамики распространения и ликвидации инфекци-

онных заболеваний среди лесных насаждений. Ав-

торами модели SIR являются W.O. Kermack и 

A.G. McKendrick, которые впервые применили ее 

для описания эпидемий среди населения в 

1927 году [15]. Привлечение данной модели обу-

словлено универсальностью, позволяющей исполь-

зовать её и в описании образовательного процесса 

[7], и при моделировании динамики смены поколе-

ний инновационных технологий [11]. 

Кроме того, достоинством моделей типа SIR, 

в основе которых лежит аппарат обыкновенных 

дифференциальных уравнений, является возмож-

ность проведения анализа решений. Рассмотрим 

данную модель применительно к распространению 

инфекции среди лесных насаждений. Для этого 

будем иметь в виду [9], что процесс возникновения 

и развития инфекции возможен только при сущест-



 
Естественные науки и лес 

–––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

8                                                                   Лесотехнический журнал 4/2021                               

вовании трех условий: наличия возбудителя болез-

ни, восприимчивости растений и комфортной для 

развития болезни окружающей среды. 

В этой связи экосистему в виде ограничен-

ного лесного массива [14] представим состоящей из 

трех групп насаждений, каждая из которых с тече-

нием времени заболевания изменяет свою числен-

ность: S(t), I(t), R(t). 

Здесь S(t) – восприимчивая, но ещё не инфи-

цированная группа растений, достаточно слабоус-

тойчивая и легко заражающаяся. 

В группу I(t) входят древостои, являющиеся 

зараженными и носителями какой-либо инфекции. 

Считаем, что началом развития заболевания явля-

ется момент появления первых симптомов на рас-

тении. 

Наконец, третья группа насаждений, числен-

ность которой в момент времени t равна R(t), со-

держит в себе абсолютно здоровые древостои. Сле-

дует заметить, что к группе R(t) относятся и расте-

ния, выздоровевшие после болезни, хотя практика 

показывает, что их число небольшое [4]. Выздо-

ровление растений может произойти из-за внезап-

ных изменений условий жизнедеятельности возбу-

дителя заболевания (патогена), а также жизнедея-

тельности растений (питания) и своевременного 

проведения оздоровительных мер. 

Считается, что в период массового заболева-

ния растений общее число особей в массиве леса 

остается постоянным (отсутствие гибели расте-

ний), т.е. 

( ) ( ) ( ) .S t I t R t N                        (1) 

Предположим прямо пропорциональную за-

висимость скорости изменения числа восприимчи-

вых к заболеванию растений от количества самих 

восприимчивых индивидов при условии, когда 

численное значение инфицированных из группы 

I(t) превышает некоторое фиксированное количест-

во I*, т. е. когда I(t) > I*. При этом скорость изме-

нения числа зараженных, но уже выздоравливаю-

щих особей будем считать пропорциональной чис-

лу инфицированных деревьев. Далее считаем, что 

при I(t) > I* зараженные особи способны инфици-

ровать восприимчивых к заболеванию растений из 

окружения S(t). Последнее утверждение содержит в 

себе факт содержания на карантине или в удалении 

от восприимчивых к болезни растений [3, 4]. 

Все сказанное можно описать дифференци-

альным уравнением 

, ( )
.

, (

*

0 ) *

IS если I tdS

если I t Idt





 



                 (2) 

Так как каждое восприимчивое к болезни 

растение, заражаясь, само становится носителем 

инфекции, то скорость образования числа инфици-

рованных особей равна разности в единицу време-

ни между выздоравливающими и вновь заболев-

шими субъектами [11] 

 

, ( )

( ) *,

*
.

S I при I td II

I при I td It

 



  




               (3) 

Входящие в систему уравнений (3) постоян-

ные α и β будем называть коэффициентами заболе-

вания и выздоровления соответственно, как это 

было сделано в работе [15], а их отношение 

0R    – базовым коэффициентом воспроизве-

дения. Для реализации излагаемой математической 

модели необходимо, чтобы выполнялось условие 

dR
I

dt
 .                                (4) 

Однозначное решение уравнений (1) – (4) 

получим при начальных условиях в предположе-

нии, что в момент времени t = 0 выбранный для 

исследования массив заселяют только древостои 

без иммунитета к инфекции [1], т. е. R(0) = 0, а ко-

личество инфицированных равно I(0). Далее в 

предположении равенства коэффициентов α и β 

(α = β) рассмотрим два случая развития сценария 

заболевания. 

Результаты и обсуждение 

Рассмотрим случай *(0)I I , когда с тече-

нием времени лесные насаждения не будут под-

вержены инфицированию, потому что при этом 

0dS dt  . Тогда уравнение (1) принимает вид 

( ) (0) (0).S t S N I                        (5) 

Это соответствует ситуации, когда достаточ-

ное количество зараженных растений оказывается в 

карантине (изоляции).  

Для этого случая из уравнений (3) следует 
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,
dI

I
dt

                                 (6) 

( ) (0) .tI t I e                             (7) 

С учетом (7) уравнение (1) позволяет найти 

зависимость от времени эпидемии не подвержен-

ной заболеванию группы растений R(t) 

( ) ( ) ( ) (0) 1 .tR t N S t I t I e                 (8) 

Изменение с течением времени каждой из 

трех групп, составляющих N насаждений лесного 

массива в соответствии с уравнениями (5), (7) и (8), 

показано на рис. 1. 

Из рисунка видно, что наблюдается процесс 

локализации распространения инфекции при неиз-

менном количестве восприимчивых особей. 

Для случая, когда *(0)I I , должен сущест-

вовать промежуток времени 0 t   , для которого 

справедливо неравенство ( ) *I t I в предположе-

нии непрерывности функции ( )I t . Это означает, 

что для всего временного промежутка [0, τ) инфек-

ция будет распространяться за счет заражения 

группы восприимчивых растений в соответствии с 

уравнением (2), решение которого для всех t из 

промежутка 0 t   представляет собой зависи-

мость  

( ) (0) ,tS t S e  .                          (9) 

Подстановка (9) в уравнение (3) дает диффе-

ренциальное уравнение 

( ) ,tdI
I S e

dt
                         (10) 

для решения которого умножим обе части 

его на te . Получим ( ) (0)td dt Ie S  , откуда  

(0) ,tIe S c    

а множество всех решений уравнения (10) 

запишется в виде 

( ) (0) .t tI t ce S te                      (11) 

При начальных условиях t = 0 постоянная 

интегрирования с = I(0), а соотношение (11) примет 

вид 

 ( ) (0) (0) tI t I S t e                      (12) 

для всех t из интервала 0 t   . Как и в лю-

бой задаче о распространении инфекционных забо-

леваний, главными являются вопросы определения 

момента времени τ*, при котором инфицирование 

восприимчивых к болезням растений прекращает-

ся, и значение t*, когда наступает пик заболеваемо-

сти. Это означает, что при t = τ* правая часть урав-

нения (12) становится равной I*, т. е. 

  ** (0) (0) * .I I S e                     (13) 

Считая, что число восприимчивых к болезни 

насаждений, избегающих заражения, соответствует 

зависимости 
*

*

( *) lim ( ) (0)
t

S S t S e 


 


  ,               (14) 

можно найти искомый момент времени τ* 

1 (0)
* ln .

2 ( *)

S

S



                         (15) 

Эта формула позволяет прогнозировать вре-

мя окончания эпидемии, если будет известно число 

S(τ*). В этом случае, используя (15), из условия (13) 

получим равенство  

(0) ( *)
* (0) (0) ln ,

( *) (0)

* (0)
ln ( *) ln (0).

( *) (0)

S S
I I S

S S

или

I I
S S

S S







 
  
 

  

           (16) 

Соотношение (16), по существу, представля-

ет собой трансцендентное алгебраическое уравне-

ние с одним неизвестным S(τ*), которое решается 

графически.  
Для определения момента времени макси-

мума числа зараженных индивидов t* исследуем 

(12) на экстремум: 

2(0) (0) (0) 0.tdI
S I S t e

dt
          

Откуда момент t*, на который приходится 

пик эпидемии, определяется по формуле 

 

1 (0)
* 1 .

(0)

I
t

S
 

  
 

                           (17) 

Подставляя теперь значение (17) в уравнение 

(12), получим  

max

(0)
(0)exp 1 ( *).

(0)

I
I S S t

S

 
   

 
            (18) 

Последнее равенство означает, что в момент 

времени t* число восприимчивых к заболеванию 
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растений (S) совпадает с числом зараженных дре-

востоев. 

Сравнение выражений (12) и (13) показыва-

ет, что при t > t* восприимчивая к заболеванию 

растительность уже не является заразной, при этом 

I(t) становится равным 

( *)( ) * .t tI t I e    

Каким образом с течением времени изменя-

ется число представителей каждой из трех рассмат-

риваемых групп растений, схематически представ-

лено на рис. 2. 

 
Рисунок 1. Изменение численности отдельных групп насаждений, составляющих лесной массив, в процессе развития 

эпидемии для случая, когда *(0)I I  
Figure 1. The change in the number of individual groups of plantings that make up the forest area during the development of the 

epidemic for the case when *(0)I I  

Источник: собственная композиция авторов 

Source: author’s composition 

 

 
Рисунок 2. Схема изменения численности каждой из трех групп насаждений, составляющих лесной массив, в процессе 

развития эпидемии для случая *(0)I I : 

t*- время, соответствующее пику заболевания, 

τ*- момент времени окончания эпидемии 

Figure 2. The scheme of changing the number of each of the three groups of plantings that make up the forest area during 

the development of the epidemic for the case of *(0)I I : 

t*- the time corresponding to the peak of the disease, 

τ*- the time of the end of the epidemic 

Источник: собственная композиция авторов 

Source: author’s composition 
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Рисунок 3. Временные зависимости безразмерных компонентов S , I , R  в соответствии с численными решениями 

(1) – (4) при R0 = 4, α = 0,4, β = 0,1 

Figure 3. Time dependences of dimensionless components S , I , R  in accordance with numerical solutions (1) – (4) 

at R0 = 4, α = 0,4, β = 0,1 

Источник: собственная композиция авторов 

Source: author’s composition 

 

 
Рисунок 4. Процент переболевших к концу эпидемии лесных насаждений как функция R0 = α / β при α = 0,1 1/д  

и начальных условиях S (0) = 1, R (0) = 0, I (0) = 10–6 

Figure 4. The percentage of forest stands that had recovered by the end of the epidemic as a function of R0 = α / β  at α = 0,1 1/d and 

initial conditions S (0) = 1, R (0) = 0, I (0) = 10–6 

Источник: собственная композиция авторов 

Source: author’s composition 

 
Видна картина развития и локализации забо-

левания при неизменной общей численности расте-

ний лесного массива в предположении единичного 

базового коэффициента воспроизведения. 

Следует заметить, что представленные на 

рис. 1 и 2 графические зависимости являются след-

ствием решения системы уравнений (1) – (4) в 

предположении единичного базового коэффициен-

та (R0 = α / β = 1). При этом параметры α и β, 

имеющие размерности 1/день (1/д), определяют 

скорости роста числа инфицированных I(t) и вы-

здоравливающих R(t) особей. 
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Вариации начального числа I(0) зараженных 

древостоев приводят к изменению времени дости-

жения максимума массового поражения насажде-

ний и окончания процесса распространения заболе-

вания. Численное решение указанной системы 

уравнений при α = 0,4 1/д и β = 0,1 1/д и начальных 

условиях    
1

0
0 

N

S
S ,    

0
0

0 
N

R
R , 

    610
0

0 
N

I
I  представлено графически на 

рис. 3 в относительных составляющих лесного мас-

сива. Видно смещение максимума инфекционного 

заболевания по сравнению с рис. 2 из-за изменения 

соотношения α и β. 

Базисное число R0 является важным пара-

метром, определяющим характер эпидемии, а так-

же максимальное число инфицированных и пере-

болевших растений к концу эпидемии. Процент 

лесных насаждений, переболевших и получивших 

после этого иммунитет, в зависимости от базового 

коэффициента воспроизведения R0 показан на 

рис. 4. При R0 < 1 инфекционное заболевание будет 

развиваться до формирования иммунитета. При 

низких значениях коэффициента (R0 ≈ 1,6) устой-

чивость к болезни формируется, когда переболеет 

~ 20% растений. Этот процент возрастает значи-

тельно с увеличением R0. При R0 ≈ 6 количество 

новых инфицируемых насаждений практически 

не зависит от параметров α и β. 

По результатам исследования можно сделать 

следующие выводы. 

Выводы и заключения 

1. Показана пригодность использования 

дифференциальной модели SIR для описания кар-

тины развития инфекционных заболеваний среди 

лесных насаждений. 

2. Показано, что для случая незначительного 

числа инфицированных особей при единичном ба-

зовом коэффициенте воспроизведения массового 

поражения древостоев не наблюдается (эпидемия 

отсутствует). 

3. Для случая большого числа инфицирован-

ных растений получены аналитические выражения 

для определения моментов времени максимальной 

интенсивности заболевания (пика эпидемии) и ло-

кализации последней, что позволяет прогнозиро-

вать развитие болезни. 

4. Обнаружено совпадение количества вос-

приимчивых к болезни растений с числом инфици-

рованных особей в момент времени, соответст-

вующий максимуму интенсивности заболевания. 

5. Для полной реализации предлагаемой ма-

тематической модели необходимо определить гра-

ницы численных значений коэффициентов заболе-

ваемости и выздоровления. 
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